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1. 设 f(x) 在区间 (a, b) 上为凸函数, 证明:
(1) 对任何闭区间 [c, d] ⊂ (a, b), f(x) 在 [c, d] 上 Lipschitz 连续;
(2) f(x) 在 (a, b) 上仅在至多可数个点处不可导.

证明 (1) 用

k(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y

表示 x, y 之间的割线的斜率. 对于区间 [c, d] ∈ (a, b), 取 a1 ∈ (a, c), b1 ∈ (d, b), 则当 x1, x2 ∈
(c, d) 且 x1 < x2 时,

k(a1, c) ⩽ k(c, x1) ⩽ k(x1, x2) ⩽ (x2, d) ⩽ k(d, b1)

令常数

L = max{|k(a1, c)|, |k(b, b1)|}

则由 f 的连续性

|f(x)− f(y)| ⩽ L|x− y|, ∀x, y ∈ [c, d]

(2) 注意 f(x) 在 x 处一定存在单侧导数 f ′
+(x) 和 f ′

−(x), 故 f(x) 在 x 处不可导当且仅当

f ′
−(x) < f ′

+(x). 定义 f(x) 的不可导点构成的集合

E = {x ∈ (a, b) : f(x) 在 x 处不可导}

则当 x, y ∈ E 且 x < y 时, f ′
+(x) ⩽ f ′

−(y), 故

(f ′
−(x), f

′
+(x)) ∩ (f ′

−(y), f
′
+(y)) = ∅ (1)

在 E 上定义映射

Fx = q ∈ (f ′
−(x), f

′
+(x)) ∩Q
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即 F 将 x ∈ E 映为 (f ′
−(x), f

′
+(x)) 的任意一个有理数. 根据 (1), F 为单映射. 由于

F(E) ⊂ Q

是可数集, 故 E 是可数集.

2. 证明: 设 f(x) 在 R 可导, 证明以下三个结论相互等价:
(1) f(x) 在 R 上为凸函数;
(2) f ′(x) 在 R 上单调递增;
(3) 对一切 x0, x ∈ R, f(x) ⩾ f(x0) + f ′(x0)(x− x0 ).

证明 (1) 推 (2): 若 f(x) 为凸函数, 则当 x < y 时, 有

f ′(x) ⩽ f(y)− f(x)

y − x
⩽ f ′(y)

因此 f ′(x) 单调递增.

(2) 推 (3): 由 Lagrange 中值定理, 存在介于 x0, x 之间的常数 ξ, 使得

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(ξ)

• 当 x > x0 时, ξ ∈ (x0, x), f ′(ξ) ⩾ f ′(x0);

• 当 x < x0 时, ξ ∈ (x, x0), f ′(ξ) ⩽ f ′(x0);

因此总会有 f(x)− f(x0) ⩾ f ′(x0)(x− x0).

(3) 推 (1): 我们来验证: 对所有 x, y ∈ R 和 α ∈ [0, 1], 都有

f(αx+ (1− α)y) ⩽ αf(x) + (1− α)f(y)

事实上,

f(x)− f(αx+ (1− α)y) ⩾ f ′(αx+ (1− α)y) · (1− α)(y − x)

f(y)− f(αx+ (1− α)y) ⩾ f ′(αx+ (1− α)y) · α(x− y)

消去 f ′ 的项后即得.

3. 是否存在函数 f(x) ∈ C(R), 使得

f ′(x) =
1

x
, ∀x ̸= 0
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解 不存在. 当 x > 0 时, f(x) 为 1
x
的原函数, 因此

f(x) = lnx+ C, ∀x > 0

故 lim
x→0

f(x) 不存在.

4. 计算不定积分

I =

∫ sin3 x

sin3 x− cos3 x
dx, J =

∫ cos3 x
sin3 x− cos3 x

dx

注意到

I + J =

∫ sin3 x+ cos3 x
sin3 x− cos3 x

dx

=

∫ sin3 x+ cos3 x− sin2 x cosx− sinx cos2 x
sin3 x− cos3 x

dx+
1

3

∫
3 sin2 x cosx+ 3 cos2 x sinx

sin3 x− cos3 x
dx

=

∫
(sinx− cosx)2(sinx+ cosx)

sin3 x− cos3 x
dx+

1

3
log | sin3 x− cos3 x|

=
sin2 x− cos2 x
1 + sinx cosx +

1

3
log | sinx− cosx|+ 1

3
log(1 + sinx cosx) + C

= − log(1 + sinx cosx) + 1

3
log | sinx− cosx|+ 1

3
log(1 + sinx cosx) + C

=
1

3
log | sinx− cosx| − 2

3
log(1 + sinx cosx)

I − J = x+ C

故

I =
1

2
x+

1

3
log | sinx− cosx| − 2

3
log(1 + sinx cosx) + C

J = −1

2
x+

1

3
log | sinx− cosx| − 2

3
log(1 + sinx cosx)
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