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1. 计算下列混合型三角函数不定积分:

(1)
∫

x tan2 xdx

(2)
∫

x2 sin2 x

(x+ sinx cosx)2 dx

(3)
∫

x2

(x cosx− sinx)(x cosx+ sinx)
dx

解 (1) 注意到原积分可写为

I =

∫
x sin2 xd tanx

= x sin2 x tanx−
∫

tanx(sin2 x+ 2x sinx cosx)dx

= x sin2 x tanx−
∫

tanx sin2 dx− 2

∫
x sin2 xdx

其中,

I1 =

∫
tanx sin2 xdx =

∫
tanx(1− cos2 x)dx =

1

4
cos 2x− log | cosx|+ C

I2 =

∫
x sin2 xdx =

x2

4
− 1

8
cos 2x− 1

2
x sinx cosx+ C

故

I = x sin2 x tanx− I1 − 2I2

= −x2

2
+ x tanx+ log | cosx|+ C

(2) 注意到

d
(

1

x+ sinx cosx

)
= − 2 cos2 x

(x+ sinx cosx)2

1



因此由分部积分公式, 原积分为

I = −1

2

∫
x2 sin2 x

cos2 x d
(

1

x+ sinx cosx

)
= − x2 tanx2

2(x+ sinx cosx) +
1

2

∫
1

x+ sinx cosxd(x2 tan2 x)

注意到
d

dx(x
2 tan2 x) = 2x tan2 x+

2x2 tanx

cos2 x =
2x sinx

cos3 x (x+ sinx cosx)

因此原积分为

I = − x2 tanx2

2(x+ sinx cosx) +
∫

x sinx

cos3 x dx (1)

下面我们来计算不定积分

J =

∫
x sinx

cos3 x dx

容易看出

J =

∫
x tanxd(tanx)

= x tan2 x−
∫ (

tanx+
x

cos2 x

)
tanxdx

= x tan2 x−
∫

tan2 xdx− J

=
x

cos2 x − tanx− J

因此

J =
1

2

(
x

cos2 x − tanx

)
+ C (2)

结合 (1)(2)我们得到

I = − x2 tanx2

2(x+ sinx cosx) +
1

2

(
x

cos2 x − tanx

)
+ C

=
x2 + cosx− 1

2(x+ sinx cosx) + C

(3) 注意到
x2

(x cosx− sinx)(x sinx+ cosx) =
x cosx

x sinx+ cosx +
x sinx

x cosx− sinx

=
(x sinx+ cosx)′
x sinx+ cosx − (x cosx− sinx)′

x cosx− sinx

故原积分为

I = log
∣∣∣∣x sinx+ cosx
x cosx− sinx

∣∣∣∣+ C
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2. 计算下列混合型对数不定积分:

(1)
∫ ln(3x+ 7)

x2
dx;

(2)
∫ ln(sinx)

sin2 x
.

解 (1) 作换元 t = 1/x, 则原积分

I = −
∫

log
(
3

t
+ 7

)
dt

= −
∫

log(3 + 7t)dt+
∫

log tdt

= −
(
t+

3

7

)
log(7t+ 3) + t log t+ C

=
3x logx− (3x+ 7) log(3x+ 7)

7x
+ C

(2) 利用分部积分可得

I = −
∫

ln(sinx)d cotx

= − ln sinx

tanx
+

∫
1

tan2 x
dx

= − ln sinx

tanx
− x− 1

tanx
+ C
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