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Stoltz公式是求数列极限的一个非常好用的工具, 但似乎不是总是有效...

1. 证明: lim
n→∞

1

n

n∑
k=2

n
1
k = 1.

解 将求和分为 k ⩾ lnn和 k < lnn两部分. 当 k ⩾ lnn时, 有不等式

n
1
k = e

1
k

lnn ⩽ 3

k
lnn+ 1,

因此可得 ∑
k⩾lnn

n
1
k ⩽

n∑
k=1

(
3

k
lnn+ 1

)
⩽ 3 lnn(lnn+ 1) + n. (1)

另一方面, 当 k < lnn时, 有 ∑
2⩽k<lnn

n
1
k ⩽

√
n lnn. (2)

将 (1)(2)两不等式相加即可得到

n− 1

n
⩽ 1

n

n∑
k=2

n
1
k ⩽ lnn√

n
+

3 lnn(lnn+ 1)

n
+ 1,

令n → ∞即得到 lim
n→∞

1

n

n∑
k=2

n
1
k = 1.
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2. 证明: 对任何α ∈ (0, 1), lim
n→∞

1

n

n∑
k=2

n
1
kα = 1.

解 将求和分为 k ⩾ (lnn)
1
α 和 k < (lnn)

1
α 两部分. 当 k ⩾ (lnn)

1
α 时, 有不等式

n
1
kα = e

1
kα

lnn ⩽ 3

kα
lnn+ 1,

∑
k⩾lnn

n
1
k ⩽

n∑
k=1

(
3

kα
lnn+ 1

)
⩽ Cαn

1−α lnn+ n. (1)

另一方面, 当 k < (lnn)
1
α 时, 有∑

2⩽k<(lnn)
1
α

n
1
kα ⩽ n

1
2α (lnn)

1
α . (2)

将 (1)(2)两不等式相加即可得到

n− 1

n
⩽ 1

n

n∑
k=2

n
1
k ⩽ (lnn)

1
α

n1− 1
2α

+ Cα
lnn

nα
+ 1,

令n → ∞即得到 lim
n→∞

1

n

n∑
k=2

n
1
k = 1.

3. 证明: lim
n→∞

1

n

n∑
k=2

n
1

log2 k = 3.

证明 首先, 容易看出

1

n

(
n+

n∑
k=3

n
1

log2 k

)
⩾ 1 +

1

n

n∑
k=3

n
1

log2 n = 1 +
2(n− 2)

n
,

因此数列的下极限至少为 3.
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另一方面,
n∑

k=5

n
1

log2 k =

∫ n

4

n
1

log2⌈x⌉ dx ⩽
∫ n

4

n
1

log2 x dx

=

∫ log2 n

2

n
1
y d(2y) (换元x = 2y)

= n
1
y 2y

∣∣∣log2 n

y=2
−

∫ log2 n

2

2yd(n
1
y ) (分部积分)

= 2n− 4
√
n+ lnn

∫ log2 n

2

1

y2
2yn

1
y dy

= 2n− 4
√
n+ log2 n

∫ log2 n

2

1

y2
n

1
y d2y

= 2n− 4
√
n+ log2 n

[
1

y2
n

1
y 2y

∣∣∣∣log2 n

y=2

−
∫ log2 n

2

2yd
(

1

y2
n

1
y

)]
(分部积分)

= 2n− 4
√
n+

2n

log2 n
−

√
n log2 n+ log2 n

∫ log2 n

2

(
2

y3
+

lnn

y4

)
n

1
y 2ydy

= 2n− 4
√
n+

2n

log2 n
−

√
n log2 n+ 2 log2 n · In +

(log2 n)
2

log2 e
· Jn, (1)

其中 In和 Jn分别为

In =

∫ log2 n

2

1

y3
n

1
y 2ydy, Jn =

∫ log2 n

2

1

y4
n

1
y 2ydy.

为估计 In, 注意到有等式
1

y3
n

1
y 2y = exp

(
y ln 2 +

1

y
lnn− 3 ln y

)
.

定义函数

f(y) = y ln 2 +
1

y
lnn− 3 ln y,

则有

f ′′(y) =
2

y3
lnn+

3

y2
> 0,

因此 f(y)在 [2, log2 n]上为凸函数, exp(f(y))的最大值在 y = 2或 log2 n处取到,
1

y3
2yn

1
y ⩽ max

{
1

2

√
n,

2n

(log2 n)
3

}
=⇒ In ⩽ max

{
1

2

√
n,

2n

(log2 n)
3

}
(log2 n− 2). (2)
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类似地, 对 Jn有不等式

1

y4
2yn

1
y ⩽ max

{
1

4

√
n,

2n

(log2 n)
4

}
=⇒ Jn ⩽ max

{
1

4

√
n,

2n

(log2 n)
4

}
(log2 n− 2) (2)

综合不等式 (1)(2)(3)可得
n∑

k=5

n
1

log2 k ⩽ 2n− 3
√
n+

2n

log2 n
−

√
n log2 n

+

(
max

{√
n log2 n,

4n

(log2 n)
2

}
+

1

log2 e
max

{
1

4

√
n(log2 n)

2,
2n

(log2 n)
2

})
(log2 n− 2).

因此, 我们有不等式估计

1

n

n∑
k=2

n
1

log2 k ⩽ 3 +
1

n
1− 1

log2 3

− 3 + log2 n√
n

+
2

log2 n

+

(
max

{
log2 n√

n
,

4

(log2 n)
2

}
+

1

log2 e
max

{
1

4
√
n
(log2 n)

2,
2

(log2 n)
2

})
(log2 n− 2).

因此数列的上极限也是 3. 原数列与其上界的图像如下图所示:
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