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设图G = (V,E)是 n阶简单图, 其顶点集为 {1, · · · , n}, 且最大完全子图的阶数为 k.
证明: 对任意非负实数 x1, · · · , xn, 有不等式

∑
{i,j}∈E

xixj ⩽
k − 1

2k

( n∑
i=1

xi

)2

.

这里的求和是对G中的所有无向边 {i, j}进行的.

这是一个非常经典的图论中的不等式. 如果G本身是一个 k阶完全图, 那么结论等价于
k∑

i=1

x2i ⩾
1

k

( k∑
i=1

xi

)2

,

由Cauchy不等式, 这是显然成立的. 如果G中有 k + 1个顶点, 并且顶点 k和 k + 1是没有

连边的, 那么原不等式等价于
k−1∑
i=1

x2i + (xk + xk+1)
2 ⩾ 1

k

( k+1∑
i=1

xi

)2

.

这暗示着可以对G的顶点数归纳, 并且把相邻的顶点上的权重加在一起.

证明 不妨设
∑n

i=1 xi = 1. 在求和中加入 (i, j)的顺序, 则原不等式等价于∑
(i,j)∈E

xixj ⩽
k − 1

k
.

定义Gc = (V,Ec)为G的补图, 其中 (i, j) ∈ E当且仅当 (i, j) ̸∈ Ec. 注意到

1 =

( n∑
i=1

xi

)2

=

n∑
i=1

x2i +
∑

(i,j)∈E

xixj +
∑

(i,j)∈Ec

xixj ,

1



故原不等式等价于
n∑

i=1

x2i +
∑

(i,j)∈Ec

xixj ⩾
1

k
.

一般的, 对 n阶简单图G = (V,E), 定义函数

f(G, x) =
n∑

i=1

x2i +
∑

(i,j)∈E

xixj . (1)

接下来只需证明:

G中任意 k + 1个顶点间有边相连 =⇒ f(G, x) ⩾ 1

k
. (2)

我们对G的顶点数归纳来证明 (2). 如果G的顶点数 n ⩽ k, 则

f(G, x) ⩾
n∑

i=1

x2i ⩾
1

n

( n∑
i=1

xi

)2

=
1

n
⩾ 1

k
,

结论成立. 下面假设 (2)对于 n个点的情形成立 (n ⩾ k), 考察 n+ 1的情形.

给定 n+ 1阶简单图G, 不妨设顶点 n和 n+ 1相连. 定义 n+ 1维向量

x = (x1, · · · , xn, xn+1) ∈ Rn+1.

此时 f(G, x)可以改写为

f(G, x) =
n+1∑
i=1

x2i +
∑

(i,j)∈E
1⩽i,j⩽n−1

xixj + 2
∑

(i,n)∈E
i ̸=n,n+1

xixn + 2
∑

(i,n+1)∈E
i ̸=n,n+1

xixn+1 + 2xnxn+1. (3)

根据顶点 n和 n+ 1的对称性, 可不妨设∑
(i,n)∈E
i ̸=n,n+1

xi ⩽
∑

(i,n+1)∈E
i ̸=n,n+1

xi. (4)

根据 (3)(4)即有

f(G, x) ⩾
n−1∑
i=1

x2i + (xn + xn+1)
2 +

∑
(i,j)∈E

1⩽i,j⩽n−1

xixj + 2
∑

(i,n)∈E
i ̸=n,n+1

xi(xn + xn+1). (5)
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现在定义一个新的图G′ = (V ′, E′), 它正好是从G中去掉顶点 n + 1及其所连的边剩下的

图. 同时, 定义 n维向量

x′ = (x1, · · · , xn + xn+1) ∈ Rn.

于是G′中任意 k + 1个顶点都有边相连 (因为剩下 n个点的连边不受影响), 并且恰好有

f(G′, x′) =

n−1∑
i=1

x2i + (xn + xn+1)
2 +

∑
(i,j)∈E

1⩽i,j⩽n−1

xixj + 2
∑

(i,n)∈E
i ̸=n,n+1

xi(xn + xn+1). (6)

根据归纳假设, 从 (5)(6)即可得到

f(G, x) ⩾ f(G′, x′) ⩾ 1

k
,

故原命题得证. ■

如果我们在原命题中选择 xi = 1, 则可以得到Turán定理的一个弱化版本:

设图G = (V,E)是 n阶简单图, 且最大完全子图的阶数为 k. 则

|E| ⩽ (k − 1)n2

2k
.
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